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وقتي صحبت از مجموعه هاي متناهــي و در مقابل آن ها، 
مجموعه هاي نامتناهي مي شــود، مجموعه هايي چون مجموعة 
عددهاي اول يك رقمي يا مجموعــة عددهاي فرد دو رقمي را 
مي توان به عنــوان مجموعه هاي متناهي، و مجموعه هايي مانند 
 (R) يا مجموعة عددهاي حقيقي (N) مجموعة عددهاي طبيعي
را مي توان به عنوان مجموعه هاي نامتناهي در نظر گرفت. حال 
اين سؤال پيش مي آيد كه: آيا مجموعه هاي نامتناهي مانند N و 

R در يك گروه محسوب مي شوند؟
در اين مقاله مي كوشيم، علاوه بر معرفي مجموعه هاي متناهي 
و نامتناهي، مجموعه هاي نامتناهي را به دو دستة نامتناهي شمارا 
و نامتناهي ناشمارا تقسيم و با مثال هايي، تفاوت اين دو گروه از 

مجموعه هاي نامتناهي را مشخص كنيم.
قبل از هر چيز به تعريف مفهوم تناظر يك به يك نياز داريم 

كه اين مفهوم را به اين صورت بيان مي كنيم:
تناظر يك به يك: اگر A و B دو مجموعه باشند و به ازاي 
هر عضو از A يك عضو از B و به ازاي هر عضو از B يك عضو از 
A وجود داشته باشد، مي گوييم A و B تناظر يك به يك دارند و 

.A≈B :مي نويسيم
A و  { , , , , , }1 2 3 4 5 6 بــراي مثــال، اگــر فرض كنيــم: 
، در اين صورت واضح است كه: A=B. اين  B {a, b, c,d, e, f}=

تناظر يك به يك را به شكل زير ملاحظه مي كنيد:
A :

B : a b c d e f

1 2 3 4 5 6
     

همان طور كه در تعريف دقت كرديد، مفهوم تناظر يك به يك 
بين دو مجموعــة A و B هيچ محدوديتي براي نامتناهي بودن 
اين دو مجموعــه ايجاد نمي كند و اگر اين مفهــوم را به دقت 

به كار ببريم، به ســادگي و به صورت زير مي توان نشــان داد كه 
مجموعة عددهاي طبيعي و مجموعة عددهاي طبيعيِ زوج تناظر 

N≈2N :يك به يك دارند؛ يعني

N :

N :

1 2 3 4 5 6

2 2 4 6 8 10 12
     

(كمــي جلوتر همين تناظر يك به يــك بين مجموعه هاي 
نامتناهي را به صورتي دقيق تر و با تعريف تابعي دوسويي، يعني 

تابعي يك به يك و پوشا بين دو مجموعه، نشان خواهيم داد).
حال به سراغ بحث اصلي مي رويم و با تعريف مجموعه هاي 

متناهي و نامتناهي آغاز مي كنيم.

مجموعه هاي متناهي و نامتناهي
تعداد حرف هاي صدادار انگليسي از تعداد حرف هاي انگليسي 
كمتر اســت. زيرا مجموعة اول جزو مجموعة دوم است. آيا اين 
اصــل در مورد مجموعه هايي چون N و زيرمجموعه هاي آن نيز 
صادق است؟ آيا مي توان گفت تعداد اعضاي مجموعة عددهاي 

طبيعي و زوج، از تعداد اعضاي N كمتر است؟
براي پاسخ به اين سؤال بايد مفاهيم متناهي و نامتناهي را 
در مجموعه ها بررسي كنيم و براي آن تعريفي جامع و مانع ارائه 

دهيم.
قبــل از بررســي دو مفهوم متناهــي و نامتناهي، به دليل 
وابستگي اين دو مفهوم به مفهوم «تعداد اعضا»، ابتدا مفهوم تعداد 

اعضا را بررسي مي كنيم.
در مورد مجموعه هايي مانند مجموعة دانش آموزان و مجموعة 
صندلي ها، راه مستقيمي كه براي مقايسة تعداد اعضاي اين دو 

حميدرضا اميري

مجموعه هاي
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مجموعه وجود دارد، شمارش تعداد اعضاي هر مجموعه و مقايسة 
عددهاي حاصل است.

اما آيا از اين طريق مي توان تعداد نقاط دو قطعه خط يا تعداد 
عددهاي طبيعي و عددهاي طبيعي زوج را با هم مقايسه كرد؟

براي رهايي از اين مشكل، استفاده از «روش كانتور» بهترين 
راه حل است و آن برقراري تناظر يك به يك بين دو مجموعه است.

اگر مجموعة A را مجموعــة دانش آموزان خارج از كلاس و 
مجموعة B را مجموعة صندلي هاي داخل كلاس تصور كنيم و 
بخواهيم بين A و B تناظري يك به يك برقرار سازيم، سه حالت 

ممكن است رخ بدهد:
1. حالتي كه هيچ دانش آموزي خارج از كلاس نمانده باشد 
و هيچ صندلي خالي نيز در كلاس نباشد. در اين حالت، بين دو 
مجموعة A و B تناظري يك به يك برقرار شده است كه مي گوييم 

تعداد اعضاي A و B با هم برابرند (A و B هم عدد هستند).
2. حالتي كه همة صندلي ها اشــغال شده باشند و تعدادي 
دانش آمــوز در خارج كلاس باقي مانده باشــند. در اينجا تعداد 
اعضاي A بيشــتر از تعداد صندلي ها بوده است. در اين حالت، 
B با زيرمجموعه اي از A هم عدد شــده اســت و نيز A با هيچ 

زيرمجموعه اي از B هم عدد نيست.
3. حالتي كه همة دانش آموزان روي صندلي نشسته باشند، 
ولي بعضي از صندلي ها خالي مانده باشند. در اين حالت مي توان 

گفت: تعداد اعضاي B بيشتر از تعداد اعضاي A است.
حال مي توان با استمداد از مفهوم تناظر يك به يك، مقايسة 
بين تعداد اعضاي دو مجموعه مانند A و B را مستقل از مفهوم 

عدد به صورت اين تعريف ها تعميم داد:
تعريــف 1. دو مجموعــة A و B را هم عــدد مي گوييم و 
، هرگاه تناظري يك به يك بين A و B برقرار  A B مي نويسيم: 

باشد.

تعريف 2. اگر مجموعــة A با زيرمجموعه اي از B هم عدد 
باشد، ولي B با هيچ زيرمجموعه اي از A هم عدد نباشد، مي گوييم 

. A<B :است و مي نويسيم B ضعيف تر از A

قضية 1. رابطة هم عددي در مجموعة مجموعه ها يك رابطة 
هم ارزي است.

I) A≈A
II) A B B A≈ ⇒ ≈

 III) B C A C≈ ⇒ ≈A≈B و
قضيــة 2 را كه به قضيــة «كانتور و برنشــتاين» يا قضية 

«هم ارزي» معروف است، مي پذيريم.

قضية 2. اگر مجموعة A با زيرمجموعه اي از B و نيز مجموعة 
 B و A هم عدد باشند، آن گاه دو مجموعة A با زيرمجموعه اي از B

با يكديگر هم عدد خواهند بود.

مسئلة 1. ثابت كنيد مجموعة نقاط پاره خط AC و DE با 
يكديگر هم عدد هستند.

اثبات. تناظــري يك به يك بين مجموعه نقاط دو پاره خط 
AC و ST وجود دارد. پس AC با زيرمجموعه اي از DE هم عدد 
است و نيز بين مجموعه نقاط DE و MN تناظر يك به يك وجود 
دارد. پس DE با زيرمجموعه اي از AC هم عدد اســت. پس بنابر 

قضية هم ارزي، AC و DE هم عددند.

تعريف 3. بــه ازاي عدد طبيعــي K، مجموعة عددهاي 
طبيعي كوچك تر يا مساوي با K را قطعة Kام از عددهاي طبيعي 

مي ناميم و با NK نشان مي دهيم:

مثال.

KN { , , ,..., K}
N { , , , , , , , } N { , , , }

=
= =8 4

1 2 3
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 و4

تعريف 4. مجموعة A را متناهي مي ناميم، هرگاه تهي باشد 
يــا با قطعه اي مانند NK از عددهاي طبيعي هم عدد باشــد. اگر 
 A≈NK صفر است و اگر A باشد، مي گوييم تعداد اعضاي A=∅
 K (كه عددي منحصربه فرد است) را A باشــد، تعدادي اعضاي

.n(A)=K :مي ناميم و مي نويسيم
 NK و A بنابر مطالب گفته شده، بين ،A≈NK :درواقع وقتي
تناظري يك به يك برقرار مي شود و اين به نوعي شمارش اعضاي 

A توسط NK محسوب مي شود.
k

A {a , a ,..., a }=
1 2

KN { , , ,..., K}= 1 2 3
kf تناظر يك به يك {( , a ), ( , a ),..., (k, a )}= 1 21 2

مجموعه هــاي متناهــي ويژگي هايي دارند كــه آن ها را از 
مجموعه هاي نامتناهي جدا مي كنند. مهم ترين آن ها عبارت اند از:

قضية 3. هــر زيرمجموعة يك مجموعة متناهي، متناهي 
، آن گاه:  B A⊆ اســت و اگر A مجموعه اي متناهي باشــد و: 

. n(B) n(A)≤ ≤0

A

B

C

D

M

N
E

T

S

F
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قضية 4. هيچ مجموعة متناهي نمي تواند با يك زيرمجموعة  
محضِ خود (زيرمجموعة محض ياسره A مجموعه اي است چون 

) هم عدد باشد. B A⊂ B كه B≠A و 

قضية 5. اگر A و B مجموعه هايي متناهي باشند، در اين 
صورت:

A) و (A-B) متناهي هستند. B) A) و  B)  (I
n(A B) n(A) n(B) n(A B)= + −   (II

n(A B) n(A) n(B)× = ×  (III

حال اين موضوع پيش مي آيد كه مجموعه اي چون N با هيچ 
قطعه اي از N، يعني با هيچ قطعه اي از خودش هم عدد نيست. 
پس متناهي نيست. به چنين مجموعه هايي چه مي توان گفت؟ 
درست است اين مجموعه ها كه متناهي نيستند، نامتناهي ناميده 

مي شوند، يعني در حالت كلي:
تعريف 5. مجموعة A را نامتناهي مي ناميم، هرگاه متناهي 
نباشد. به عبارت ديگر، مجموعة A نامتناهي است، هرگاه تهي 

نباشد و با هيچ قطعه اي از عددهاي طبيعي هم عدد نباشد.
مجموعه هاي نامتناهي نيز ويژگي هاي خاص خود را دارند 

كه مهم ترين آن ها عبارت اند از:

قضية 6. هر مجموعه كه زيرمجموعه اي نامتناهي داشته 
باشد، نامتناهي است.

قضية 7. هر مجموعه كه با يك زيرمجموعة حقيقي خود 
هم عدد باشد، نامتناهي است.

قضية 8. مجموعة عددهاي طبيعي نامتناهي است (كاربرد 
قضية 7، زيرا N با 2N تناظر يك به يك دارد).

N : ... n
f : N N
f (n) n

N ... n

→
=

1 2 3
2
2

2 2 4 6 2
   

(f تابعي دوسويي است)

قضية 9. هر مجموعه كه با يك مجموعة نامتناهي هم عدد 
باشد، نامتناهي است.

نتيجه: Z نامتناهي است.

زوج

فرد

f : N Z
n n

f (n)
n n

→


=  −


2
1
2

(f تناظري يك به يك يا تابعي دوسويي است).
سرانجام به بحث بسيار مهم و شايد تا حدي چالش برانگيز 

مي رسيم به نام مفهوم شمارايي و ناشمارايي!
چه مجموعه هايي شــمارا يا شــمارش پذيرند؟ آيا مفهوم 

شمارش پذيري و مفهوم متناهي در مجموعه ها معادل يكديگرند؟ 
براي پاســخ به اين ســؤال ها بايد تعريف مجموعه هاي شمارا و 

ناشمارا به درستي تبيين شود.

تعريف 6. مجموعة A را شــمارا يا شمارش پذير مي ناميم، 
هرگاه با N هم عدد باشد و اگر مجموعه اي متناهي يا شمارا باشد، 

آن را حداكثر شمارا مي ناميم.
با توجه به تعريف 6 مي توان گفت:

1. مجموعه هاي شمارا نامتناهي هستند (زيرا با N هم عدد 
هستند).

2. هر مجموعة متناهي حداكثر شماراست.
 N 3. اعضــاي مجموعه هــاي شــمارا را مي توان توســط
برچسب گذاري كرد. درواقع N مجموعه اي برچسب گذار است، 
 ،n(A)=K :مجموعه اي متناهي باشــد و A همان طــور كه اگــر

مجموعة A را مي توان توسط NK برچسب گذاري كرد.
4. مجموعه هاي شمارا دو به دو هم عدد هستند.

5. هريك از مجموعه هاي N و 2N (عددهاي طبيعي زوج) و 
Z ،2N+1 و W شمارا هستند.

6. مجموعة N×N شماراست.

m

f : N N N

f (m, n) ( n )−

× →

= −12 2 1

(به عنوان تمرين ثابت كنيد اين تابع دوسويي است).
7. مجموعة Z (عددهاي صحيح) شماراست. 

(ثابت مي شود كه f تابعي دوسويي است و 

n

f : N Z
nf (n) ( )

→

 = × −  
1

2

همان طور كه مشــاهده مي كنيد، عددهاي صحيح و مثبت 
توسط تأثير f روي عددهاي طبيعي زوج و بقيه توسط عددهاي 

طبيعي فرد توليد مي شوند).

n n

n n

f ( ) ( ) , f ( ) ( )

f ( ) ( ) , f ( ) ( )

f ( ) ( ) , f ( ) ( )
nf ( n ) ( ) n ( ) n

nf ( n) ( ) n ( ) n

+ +

= × − = = × − =

= × − = − = × − =

= × − = − = × − =

+   + = × − = + × − = −      
 = × − = × − =  

1 2

3 4

5 4

2 1 2 1

2 2

1 0 1 0 2 1 1 1
3 1 1 1 4 2 1 2
5 2 1 2 6 3 1 3

2 1 12 1 1 1
2 2

22 1 1
2

قضيه هاي مربوط به مجموعه هاي شمارا
قضية 10. هر مجموعة نامتناهي، زيرمجموعه اي شمارا دارد.

اثبات: فرض كنيم A مجموعه اي نامتناهي باشــد. عضو 
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 A مي ناميم. چون a1 انتخاب مي كنيــم و آن را A دلخواهــي از
نامتناهي اســت، پس A-{a1} تهي نيســت. عضو دلخواهي از 
A-{a1} انتخاب مي كنيــم و آن را a2 مي ناميم. پس: a1≠a2. به 
 an و ... و a2 ،a1 اعضــاي n هميــن ترتيب، به ازاي عدد طبيعي
را بــه طريق فوق كه همگي دو به دو متمايز هســتند، انتخاب 
مي كنيم و از مجموعة A-{a1,...,an} نيز عضو دلخواه an+1 را. در 
نهايت مجموعة B={a1,a2,...,an,....} را كه مجموعه اي شمارا و 

زيرمجموعة A است، مي سازيم.

قضية 11. هر زيرمجموعة يك مجموعة شــمارا، حداكثر 
شماراست.

 ، E A⊆ اثبات: فرض كنيم A مجموعه اي شمارا باشد و: 
اگر E متناهي باشد كه حكم ثابت است، و اگر E متناهي نباشد، 
 A دارد و چون E1 بنابر قضية قبل، زيرمجموعه اي شــمارا چون
 .E≈E و E A⊆ شماراست، پس: E1≈A. از طرف ديگر داريم: 
پس A زيرمجموعه اي هم عدد با E و E نيز زيرمجموعه اي هم عدد 
 E و بنابراين E A بــا A دارد. پس بنابر قضية هم ارزي داريم:  

شماراست.

قضية 12. اگر A مجموعه اي شمارا و B مجموعه اي حداكثر 
شمارا و ناتهي باشد، مجموعة A×B شماراست.

شمارا
شمارا

شماراست
A A N

A B N N N A B
B B N
⇒ ≈ 

⇒ × ≈ × ≈ ⇒ ×⇒ ≈ 

در اثبات فوق، از قضية 13 كه آن را بدون اثبات مي پذيريم، 
استفاده شده است:

A≈B
C≈D

A C B D⇒ × ≈ ×

 A مجموعــه اي ناشــمارا باشــد و E قضيــة 13. اگــر
آن گاه: باشــد،   E از  را  شــمارا  حداكثــر  زيرمجموعــه اي 

. E-A≈E

قضية 14. هر مجموعة نامتناهي حداقل با يك زيرمجموعة 
 B نامتناهي باشــد و A حقيقــي خــود هم عدد اســت. اگــر
A-) باشــد، واضح است كه A زيرمجموعه اي متناهي و ناتهي از
B) يك زيرمجموعة حقيقي A اســت و بنابر قضية 13 داريم: 

. A-B≈A
شــايد جالب ترين نتيجه اي كه بتوان از مطالب گفته شده 
گرفت، شمارش پذير بودنِ مجموعة عددهاي گويا، يعني Q باشد 

كه اگر فرض كنيم:

mQ | m Z, n N
n

 = ∈ ∈ 
 

واضح است كه با فرض m) (m,n)=1 و n نسبت به هم اول 
m را به شكل منحصربه فردي مي توان به صورت زوج 

n
باشند)، هر 

مرتب (m,n) نمايش داد. در اين حالت و با توجه به تعريف ضرب 
دكارتي مي توان نوشت:

{(m, n) | m Z , n N} Z N∈ ∈ = ×

بنابراين ملاحظه مي كنيد كه: Q≈Z×N و چون (قبلاً ثابت 
شد كه Z×Z شماراست)، Z×N شماراست، پس Q نيز شماراست 
و نيز مي توان نتيجه گرفت كه (R-Q)، يعني مجموعة عددهاي 

گنگ، مجموعه اي ناشماراست.
قضية 5 مجموعة همه عددهاي گويا شمارا است.

اثبات: دنباله اي از عددهاي گويا را به صورت زير مي نويسيم:

, , , , , , , ,

, , , , , , , ,

, , , , , , , , , ...

− − −

− − − − −

− − − −

0 1 0 1 2 1 0 1 2
1 1 2 1 1 2 3 2 1
3 2 1 0 1 2 3 4 3
1 2 3 4 3 2 1 1 2
2 1 0 1 2 3 4 5 4
3 4 5 4 3 2 1 1 1

− − − −

− − − −

− − − −

3 3 3 3
1 2 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4
1 1 1 1
1 2 3 4
0 0 0 0
1 2 3 4
1 1 1 1
1 2 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4

   

   

، كه p و q عددهاي صحيح باشند و داشته باشيم:  p
q

هر كسر 
q>0، نمايش يك عدد گوياست. اگر در فهرست بالا يا آنچه توسط 
فلش ها در شكل رسم شده اند، اين دنباله به دسته هايي تقسيم 
شده كه در هر دسته p|+q| ثابت است. بنابراين به ازاي همة nها، 
,n=1,2,3 يك  دسته ها براساس p|+q=n| مرتب شده اند. به ازاي ...
دنبالة نامتناهي به دســت مي آيد و به اين ترتيب تمام عددهاي 

گويا شمرده مي شوند.




